
PROBLÈME 2

Partie I - Exemple

Soit f une application linéaire de R2 dans R2 définie par f (x, y) =
1
4

(x + 3y, 3x + y).

Q14. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R2 et en déduire que f 2 =
1
2

( f + Id).

Q15. Montrer que f est diagonalisable et donner une base de vecteurs propres.

Partie II - Cas général

Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n appartenant à N∗.
On note L(E) l’ensemble des endomorphismes de E et IdE l’endomorphisme identité de E.

On considère f un endomorphisme de E vérifiant la relation f 2 =
1
2

( f + Id).

Q16. Prouver que l’endomorphisme f est inversible et exprimer son inverse f −1 en fonction de IdE

et de f .

Q17. Justifier que ker( f − IdE) et ker( f +
1
2

IdE) sont des sous-espaces vectoriels de E.

Q18. Montrer que : E = ker( f − IdE) ⊕ ker( f +
1
2

IdE).

Q19. Calculer ( f +
1
2

IdE) ◦ ( f − IdE). En déduire que ker( f +
1
2

IdE) = Im(f − IdE).

Q20. Exprimer f 3 et f 4 comme combinaisons linéaires de f et IdE.

Q21. Établir par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe un couple (an, bn) de réels tel
que : f n = an f + bnIdE.
Déterminer a0, b0, a1 et b1. Exprimer an+1 et bn+1 en fonction de an et bn pour n dans N.

Q22. Montrer que pour tout n appartenant à N, an+2 =
an+1

2
+

an

2
. En déduire les expressions de an

et bn en fonction de n pour n élément de N.

Q23. Calculer les limites des suites (an) et (bn) de termes général an respectivement bn.
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PROBLÈME 3

Partie I - Préliminaires

Q24. Justifier que pour tout n appartenant à N, tne−t2 = o
(

1
t2

)
.

Q25. Montrer que pour tout n élément de N, l’intégrale
∫ +∞

0
tne−t2dt est convergente.

Q26. En déduire que pour tout n élément de N, l’intégrale
∫ +∞

−∞
tne−t2dt est convergente.

Q27. En déduire que pour tout polynôme P appartenant à R[X], l’intégrale
∫ +∞

−∞
P(t)e−t2dt est

convergente.

Pour la suite, on admet que
∫ +∞

−∞
e−t2dt =

√
π et on note In =

∫ +∞

−∞
tne−t2dt.

Q28. Établir à l’aide d’une intégration par parties que pour tout n élément de N, In+2 =
n + 1

2
In.

Q29. Montrer que pour tout p élément de N, I2p+1 = 0.

Q30. Montrer que pour tout p appartenant à N, I2p =
(2p)!
22p p!

√
π.

Partie II - Recherche des extrema

Soit F une fonction définie sur R2 par : F(x, y) =
1
√
π

∫ +∞

−∞
(t − x)2(t − y)2e−t2dt.

Q31. Montrer que pour tout (x, y) appartenant à R2 : F(x, y) =
3
4
+

1
2

(x2 + 4xy + y2) + x2y2.

Q32. Calculer les dérivées partielles premières de F et en déduire les trois points critiques de F.

Q33. Calculer pour tout x appartenant à R, F(x, x) − F(0, 0) et F(x,−x) − F(0, 0).

Q34. Le point (0, 0) est-il un extremum local ?

Partie III - Intégrale dépendant d’un paramètre

Q35. Pour tout x élément de R, montrer que les intégrales
∫ +∞

0
sin(xt)e−t2dt et

∫ +∞

0
t cos(xt)e−t2dt

convergent.
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Pour la suite, on note S (x) =
∫ +∞

0
sin(xt)e−t2dt et C(x) =

∫ +∞

0
t cos(xt)e−t2dt.

Q36. Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral sans oublier les hypothèses.

Q37. En appliquant la formule précédente à la fonction sin, montrer que pour tout (λ, a) éléments

de R2, | sin(λ + a) − sin(a) − λ cos(a)| ≤ λ
2

2
.

Q38. Montrer que pour tout x appartenant à R, lim
h→0

S (x + h) − S (x)
h

−C(x) = 0.

Q39. En déduire que la fonction S est dérivable sur R et donner sa dérivée.

Q40. Démontrer que pour tout x élément de R, C(x) =
1
2
− x

2
S (x) (on pourra effectuer une

intégration par partie).

Q41. Donner une équation différentielle dont S est solution sur R.

Q42. Montrer que pour tout x appartenant à R, S (x) =
1
2

e−
x2
4

∫ x

0
e

t2
4 dt.

FIN
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